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Self-Similarity in Case of the Amphiphilic Aggregation-Process 

Abstract. The micelle aggregation-process of amphiphiles is described under the viewpoint of self- 
similarity nearby the critical point. The results allow a deeper insight in the nature of the critical micelle 

concentration. 
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In einer w~igrigen LSsung mit einer Mischung von Amphiphilen k6nnen sich 
Monomere und verschiedene Aggregate befinden. Stehen sie im Gleichgewicht 
miteinander, dann sind die chemischen Potentiale jeder Komponente der Mischung 
einander gleich. Dies gilt nicht in der N~he von Phasenfiberg/ingen (Schmelzen von 
Micellen, Kochen des Milieus, usw.). 

Das chemische Potential der Aggregationssorte mit N Molekiilen #N [1, 2]: 

kT 
#N = #o + _ _ l n ( X u / N )  = const. (1) 

N 

Der Ausdruck gilt fiir alle N. Hier sind #o das chemische Potential der Aggre- 
gationssorten mit N Molekiilen ohne Beriicksichtigung der Entropie-Effekte (ftir 
Monomere ist N = 1); X N molarer Anteil der Amphiphilen im Gemisch verschie- 
dener Aggregationssorten mit N Molekfilen; k Boltzmann-Konstante; T absolute 
Temperatur. 

Betrachtet man der Einfachheithalber ein monodisperses System mit M Mole- 
kiilen pro Aggregationssorte, so bildet sich nur eine Aggregationsform, die im Gleich- 
gewicht mit den Monomeren steht. Wenn es zur Micellenbildung kommt, ist die 
Konzentration der Monomere X1 gleich der Kritischen Micellaren Konzentration 
XcM c. Gleichgewichtsbedingung ist: 

it1 = #M. (2) 
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XCMC 

×.l 

I 
XcM c XL 

Abb. 1. Abh/ingigkeit der Monomeren- 
konzentration vom molaren Anteil der 
Lipide im Gesamtgemisch verschiedener 
Aggregationsgorten einschlieBlich Mono- 
mere in der wfigrigen LSsung 

Also 

go + kTln(XcMc) = ]Ao + kTln(XcMc/M) ' (3) 
M 

oder mit AG°ic, der Gibbs'schen Freien Energie der Micelle in thermodynamischen 
Limes M ~ oo 

AG°M,c = ]A°M--#° ~ kTln(XcMc). (4) 

Die CMC fiir die Phospholipide ist yon der GrSl3enordnung 10- s mol/1 [2] und die 
micellare Gibbs'sche Freie Energie ist dementsprechend 

AG ° (S) ~ =  - 18.4kT. 

Hiermit sehen wir, dab die thermodynamische Bindungsenergie einer typischen 
Micelle etwa um Faktor 20 grSger als die Energie thermischer Fluktuation ist, was 
auch ihre erstaunliche Stabilit/it erkl/irt. 

[lber den Zusammenhang zwischen der Kritischen Micellaren Konzentration 
und der Temperatur lassen sich folgende Uberlegungen ausffihren. Sei X 1 die Kon- 
zentration der Lipide in monomerer Form und X L mittlere Gesamtkonzentration 
der Lipidmolekiile. Die experimentelle Abh~ingigkeit der einen von der anderen ist 
der Abbildung zu entnehmen. 

Fiir XL < XCMC ist X 1 = XL; ftir XL > XcMc  ist X1 keine Funktion yon XL mehr 
und kann deswegen nut yon der Temperatur und der chemischen Eigenart der 
Lipide abh~ingig sein, wobei letztere durch die Differenz der chemischen Potentiale 
der Lipide in der monomeren ]A0 und der aggregierten ]Ao Phase zum Ausdruck 
kommt; X1 (XL > XCMC) = XCMC. 

Die Konzentration als Funktion der energetischen Argumente darf yon ihren 
Argumenten nur dimensionslos abh~ingig sein, weil ihre Dimension selbst keine 
Anteile der Dimension Energie hat. 

Anzahl der Molekiile 
[X] = ; [kT] = Energie, []A] = Energie. (6) 

Volumen 

Also entweder gilt 

XCMC = XCMC --o---- o 
]AM -- ]A1 

(7) 
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oder 

Xc ,c = \ ~ (8) 

Wir k6nnten den Wert yon XcM c durch eine Ver/inderung der Temperatur 
verschieben und durch die proportionale Ver/inderung v o n d e r  Differenz der 
chemischen Potentiale, d.h. der Gibbs'schen Freien-Energie-Dichte kompensieren, 
was allerdings der Variation in der chemischen Beschaffenheit der Lipide entsprechen 
wiirde. Wenn wir nur solche Aggregate in Betracht ziehen, die aus einer groBen 
Anzahl der Monomere M bestehen, M >> 1, werden die bereits gebildeten Cluster 
der aggregierten Phase einen vernachliissigbaren Einflui3 auf die weitere Ag- 
gregation eines n~ichsten Lipidmolekiils haben. Das sieht man dadurch, daB, wenn 
sich zwei oder nur wenige Monomere aggregieren, sich das chemische Potential 
verh~iltnism~iBig stark verfindert, denn wir haben hier durch die Hinzufiigung eines 
Monomers zu dem anderen bereits eine neue Phase bekommen. Wenn wir aber ein 
zus/itzliches Molekiil zu einem bereits grogen Cluster hinzufiigen, dann ist das 
statistische Gewicht dieses neuen Molekiils in bezug auf das ganze Cluster mit M 
Molekfilen 1/M klein, und man kann die Ver/inderung des chemischen Potentials 
der aggregierten Phase fiir makroskopische Cluster vernachlfissigen. Es sei 
nochmals betont, dab wir in dieser Uberlegung den Einflul3 von grol3en micellaren 
Clustern auf die Aggregationsdynamik nicht beriicksichtigen. Damit haben wir nur 
eine quasistatische Beschreibung des Phasengleichgewichts unmittelbar in der N/ihe 
des kritischen Punkts. 

Seien die Zwischenbezeichnungen 

0 O. X x=kT;  # = # M - # I ,  z = - ;  (9) 
# 

oder entsprechend den Formeln (7 u. 8) umgekehrt, da wir uns zwischen den 
letzteren noch nicht entscheiden konnten. 

Die Parametrische Variierung von x und # im Phasengleichgewicht erh/ilt den 
Wert yon x/#. Daraus folgt, dab die Variationen yon x und #, fix und 6#, selbst stets 
aneinander so gekoppelt sind, dab 

~X X 
- oder #f ix -x@=O.  

6y # 

Variation der Funkt ion Xcgc(Z): 
t 

~ X c ~ c ( Z )  = (XcMc)z ,~Z,  

und die zweite Variation: 

,~2XcMc(Z ) ,, 2 , = (XcMc)Z((~Z) + (XcMc)z(~Z 2. 

Die Variation von z: 

1 
~z  = 6 = ~ 5  ( , ~ x  - x / ~ , ) .  

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Mit der Beriicksichtigung von (10) ist cSz = 0 und damit (6z) 2 = 0. Zusammen mit 
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(12) haben wir 

c~2XcMc(z) = (XcMc)'z 6z 2 (14) 

und die variationellen Ableitungen 

( ~ 2 X c M c  . , 

tSZ2  ~-  ( X c M c )  Z = ( X c M c )  Z .  (15) 

Wir haben hier ausgenutzt, dab die erste Variation 6(x/#) wegen der Bedingung (10) 
verschwindet im Gegensatz zu der zweiten Variation 62(x/#), in der die Variationen 
zweiter Ordnung 6Zx und ~52# durch die Gleichgewichtsbedingung nicht gekoppelt 
sind. Somit entspricht diese Beschreibung einer Art Iteration erster Ordnung, und 
es entsteht hier eine hohe Symmetrie in den Formeln, die die Selbst/ihnlichkeit des 
Aggregationsprozesses in der N/ihe des kritischen Punktes in dieser N/iherung 
hervorruft: 

! tt 
(XcMc)z = (XcMc)z • = (X  ~(") = XCMC. (16) ~-  " " C M C I z  

Die elementare Integration 

i X C M C  dXcMc(z') dz', dz' ~ , o - = d In (XcM c/XcMc) 
XcMc(Z ' )  o o 

ergibt mit der Berficksichtigung von (9) und (7 u. 8) entweder 

oder 

/ # o  _ #o \  c c= Oc ceX   (17) 

O - m -  0 " XCMC = XCMC exp ]AM - -  ]21 

Mit der Berficksichtigung von (5), d. h. #o _ #o < 0, und aus der Erfahrung, dab bei 
extrem hohen Temperaturen T--, ~ keine Micellenbildung mSglich ist, weil alles 
verdampft; dies bedeutet 

XCMc( T--* ~ ) ~ max, (19) 

sehen wir, dab der Bedingung (19) nur der Ausdruck 

XCMc= XOcMceXp # -- 1 (17) 

o ist hier der Wert der C M C  bei T ~  o% der aus dem Experiment entspricht. XCM c 
bestimmt werden kann. 

Natiirlich kann man das Verh/iltnis (17) auch durch die Umkehrung des rechten 
Teils von (4) bekommen. Jedoch ist die angebrachte Ausfiihrung interessant, weil 
sie eine allgemeine Einsicht in die Natur der Kritischen Micellaren Konzentration 
(CMC) erlaubt. Offensichtlich gibt es die C M C  infolge eines Parameterspiels, 
genauer gesagt des Verh/iltnisses zwischen den Domainen der einander ent- 
gegenwirkenden Parameter der Gibbs'schen Freien-Energie-Dichte AG°ic und der 
Dichte der kinetischen Energie k T  der Micellen. Wenn die Variationsbreite der 
kinetischen Energie infolge der thermischen Fluktuationen die Bindungsreserve von 
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Clustern AGc~,ste r iiberschreitet, dann ist keine micellare Aggregation m6glich. 
Wenn aber die energetische Bindungsreserve yon Clustern die Energie der 
thermischen Fluktuationen ausreichend tiberschreitet, dann aggregieren soviele 
Monomere aus der L6sung, his nut sowenig Monomere in der Lipidl6sung bleiben, 
dab die Wahrscheinlichkeit des Zusammenkommens von ausreichend vielen 
Monomeren, um eine gentigend groge Micelle zu bilden, vernachl/issigbar klein wird. 
Bei der fixierten Temperatur und der gleichbleibenden chemischen Beschaffenheit 
des Lipids h/ingt diese Wahrscheinlichkeit ausschlieBlich vonde r  Konzentration 
der Monomere ffir k T >  AGczus~e ~ ab und fiir kT<~ AGctuste r h/ingt diese Wahrschein- 
lichkeit nicht mehr von der Monomerenkonzentration ab, sondern regiert sie 
dadurch, dab die ,,iiberfltissigen" Monomere in das Aggregat abwandern. Dieses 
nicht analytische Verhfiltnis verursacht die C M C  mit ihrem Verlauf (siehe Abb. 1). 
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