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Self-Similarity in Case of the Amphiphilic Aggregation-Process

Abstract. The micelle aggregation-process of amphiphiles is described under the viewpoint of self-
similarity nearby the critical point. The results allow a deeper insight in the nature of the critical micelle
concentration.
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In einer wiBrigen Losung mit einer Mischung von Amphiphilen kénnen sich
Monomere und verschiedene Aggregate befinden. Stehen sie im Gleichgewicht
miteinander, dann sind die chemischen Potentiale jeder Komponente der Mischung
einander gleich. Dies gilt nicht in der Nahe von Phaseniibergidngen (Schmelzen von
Micellen, Kochen des Milieus, usw.).

Das chemische Potential der Aggregationssorte mit N Molekiilen uy [1, 2]:

kT
by = Uy + Fln(XN/N) = const. 1))

Der Ausdruck gilt fiir alle N. Hier sind p) das chemische Potential der Aggre-
gationssorten mit N Molekiilen ohne Beriicksichtigung der Entropie-Effekte (fiir
Monomere ist N = 1); Xy molarer Anteil der Amphiphilen im Gemisch verschie-
dener Aggregationssorten mit N Molekiilen; k Boltzmann-Konstante; T absolute
Temperatur.

Betrachtet man der Einfachheithalber ein monodisperses System mit M Mole-
kiilen pro Aggregationssorte, so bildet sich nur eine Aggregationsform, die im Gleich-
gewicht mit den Monomeren steht. Wenn es zur Micellenbildung kommt, ist die
Konzentration der Monomere X, gleich der Kritischen Micellaren Konzentration
X cmc- Gleichgewichtsbedingung ist:

K1 = Upp - )]
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Abb. 1. Abhingigkeit der Monomeren-

konzentration vom molaren Anteil der

Lipide im Gesamtgemisch verschiedener
; Aggregationssorten einschlieBlich Mono-
e X, mere in der wilirigen Losung

Also
kT

M
oder mit AGY,, , der Gibbs’schen Freien Energie der Micelle in thermodynamischen
Limes M — «©

ll(l) + kTIn(Xcye) = ll& + —In(Xcpyc/M), (3)

AGy;, =ty — 47 = kT In (X cprc)- )

Die CMC fiir die Phospholipide ist von der GréBenordnung 10~ ® mol/1 [2] und die
micellare Gibbs’sche Freie Energie ist dementsprechend

AG® = —184kT. )

Mic —
Hiermit sehen wir, daB} die thermodynamische Bindungsenergie einer typischen
Micelle etwa um Faktor 20 groBer als die Energie thermischer Fluktuation ist, was
auch ihre erstaunliche Stabilitdt erklart.

Uber den Zusammenhang zwischen der Kritischen Micellaren Konzentration
und der Temperatur lassen sich folgende Uberlegungen ausfiihren. Sei X, die Kon-
zentration der Lipide in monomerer Form und X, mittlere Gesamtkonzentration
der Lipidmolekiile. Die experimentelle Abhingigkeit der einen von der anderen ist
der Abbildung zu entnehmen.

Fiir X} < Xcpycist X, = X fiir X > Xpcist X keine Funktion von X, mehr
und kann deswegen nur von der Temperatur und der chemischen Eigenart der
Lipide abhéngig sein, wobei letztere durch die Differenz der chemischen Potentiale
der Lipide in der monomeren p und der aggregierten uj, Phase zum Ausdruck
kommt; X (X, > Xcue) = Xemce-

Die Konzentration als Funktion der energetischen Argumente darf von ihren
Argumenten nur dimensionslos abhingig sein, weil ihre Dimension selbst keine
Anteile der Dimension Energie hat.

Anzahl der Molekiil
[X]= nzahl der A7 otert e; [kT] = Energie, [ 1] = Energie. (6)
Volumen
Also entweder gilt
kT
Xeme = Xeme (‘—0 0> ()
M Hi
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oder

0o __ 0
XCMC = XCMC <%> (8)

Wir konnten den Wert von X, durch eine Verdnderung der Temperatur
verschieben und durch die proportionale Verdnderung von der Differenz der
chemischen Potentiale, d. h. der Gibbs’schen Freien-Energie-Dichte kompensieren,
was allerdings der Variation in der chemischen Beschaffenheit der Lipide entsprechen
wiirde. Wenn wir nur solche Aggregate in Betracht ziehen, die aus einer groBen
Anzahl der Monomere M bestehen, M > 1, werden die bereits gebildeten Cluster
der aggregierten Phase einen vernachlidssigbaren EinfluB auf die weitere Ag-
gregation eines nédchsten Lipidmolekiils haben. Das sieht man dadurch, da}, wenn
sich zwei oder nur wenige Monomere aggregieren, sich das chemische Potential
verhéltnismdBig stark verdndert, denn wir haben hier durch die Hinzufiigung eines
Monomers zu dem anderen bereits eine neue Phase bekommen. Wenn wir aber ein
zusitzliches Molekiil zu einem bereits groBen Cluster hinzufiigen, dann ist das
statistische Gewicht dieses neuen Molekiils in bezug auf das ganze Cluster mit M
Molekiilen 1/M klein, und man kann die Verdnderung des chemischen Potentials
der aggregierten Phase fiir makroskopische Cluster vernachldssigen. Es sei
nochmals betont, daB wir in dieser Uberlegung den EinfluB von groBen micellaren
Clustern auf die Aggregationsdynamik nicht beriicksichtigen. Damit haben wir nur
eine quasistatische Beschreibung des Phasengleichgewichts unmittelbar in der Ndhe
des kritischen Punkts.
Seien die Zwischenbezeichnungen

X
x=kT; p=py—ui; 2= 9)

oder entsprechend den Formeln (7 u. 8) umgekehrt, da wir uns zwischen den
letzteren noch nicht entscheiden konnten.

Die Parametrische Variierung von x und u im Phasengleichgewicht erhilt den
Wert von x/u. Daraus folgt, dal3 die Variationen von x und p, dx und dy, selbst stets
aneinander so gekoppelt sind, daBl

0
XX oder pdx—xdu=0. (10)
oy u
Variation der Funktion X cp,c(2):
0X cmc(2) = (Xcuc)y 92, (11)

und die zweite Variation:
52XCMC(Z) = (XCMC)Z(&)2 =+ (XCMC)IZ 622 (12)
Die Variation von z:

S5z = 5@) - %(ﬂax—xam. (13)

Mit der Beriicksichtigung von (10) ist 6z = 0 und damit (6z)? = 0. Zusammen mit
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(12) haben wir
6*X cmcl?) = (X camo)z 6z* (14)
und die variationellen Ableitungen
52X 1 ’
e = Xowdy = Kewoy (15)

Wir haben hier ausgenutzt, daB die erste Variation d(x/x) wegen der Bedingung (10)
verschwindet im Gegensatz zu der zweiten Variation 6%(x/u), in der die Variationen
zweiter Ordnung 6%x und 6%u durch die Gleichgewichtsbedingung nicht gekoppelt
sind. Somit entspricht diese Beschreibung einer Art Iteration erster Ordnung, und
es entsteht hier eine hohe Symmetrie in den Formeln, die die Selbstdahnlichkeit des
Aggregationsprozesses in der Nihe des kritischen Punktes in dieser Naherung
hervorruft:

(XCMC)’Z = (XCMC)Z == (XCMc)g‘) = Xcumc- (16)
Die elementare Integration
X 4 z Xcmce
Wewel) _ gy Jaz=" T dinx,,0/X2,0)
Xemel?) 0 0

ergibt mit der Beriicksichtigung von (9) und (7 u. 8) entweder

fig — 19
0
XCMC:XCMceXp<LkT*l> (17)
oder
kT
XCMC:XgMCeXp< 0 0>. (18)
My — My

Mit der Beriicksichtigung von (5), d. h. 2, — u9 < 0, und aus der Erfahrung, daB bei
extrem hohen Temperaturen T— oo keine Micellenbildung moglich ist, weil alles
verdampft; dies bedeutet

Xcye(T— o0)— max, (19)
sehen wir, dal der Bedingung (19) nur der Ausdruck
0 0
fyy — B
XCMC=X2MCeXp<%> 17
entspricht. X2, ist hier der Wert der CMC bei T— oo, der aus dem Experiment

bestimmt werden kann.

Natirlich kann man das Verhéltnis (17) auch durch die Umkehrung des rechten
Teils von (4) bekommen. Jedoch ist die angebrachte Ausfiihrung interessant, weil
sie eine allgemeine Einsicht in die Natur der Kritischen Micellaren Konzentration
(CMC) erlaubt. Offensichtlich gibt es die CMC infolge eines Parameterspiels,
genauer gesagt des Verhéltnisses zwischen den Domainen der einander ent-
gegenwirkenden Parameter der Gibbs’schen Freien-Energie-Dichte AGY,,. und der
Dichte der kinetischen Energie kT der Micellen. Wenn die Variationsbreite der
kinetischen Energie infolge der thermischen Fluktuationen die Bindungsreserve von
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Clustern AG, ., Uberschreitet, dann ist keine micellare Aggregation moglich.
Wenn aber die energetische Bindungsreserve von Clustern die Energie der
thermischen Fluktuationen ausreichend iiberschreitet, dann aggregieren soviele
Monomere aus der Losung, bis nur sowenig Monomere in der Lipidldsung bleiben,
daB die Wahrscheinlichkeit des Zusammenkommens von ausreichend vielen
Monomeren, um eine geniigend grofe Micelle zu bilden, vernachldssigbar klein wird.
Bei der fixierten Temperatur und der gleichbleibenden chemischen Beschaffenheit
des Lipids héngt diese Wahrscheinlichkeit ausschlieBlich von der Konzentration
der Monomere fiir kT > AG_,, .., abund fir kKT < AG_,, . hingt diese Wahrschein-
lichkeit nicht mehr von der Monomerenkonzentration ab, sondern regiert sie
dadurch, daf3 die ,iiberfliissigen Monomere in das Aggregat abwandern. Dieses
nicht analytische Verhéltnis verursacht die CM C mit ihrem Verlauf (sieche Abb. 1).
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